Zadanie polegajace na poszukiwaniu maksymalnej lub minimalnej wartos$ci funkcji wielu
zmiennych, przy jednoczesnym spetnieniu pewnej ilo$ci nalozonych warunkéw — réwnan lub
nier6wnosci, nosi nazwe zadania optymalizacyjnego lub zadania programowania
matematycznego.

Zadanie to mozna sformutowac nastgpujaco:
Znalez¢ ekstremum funkcji wielu zmiennych ( nazywanej funkeja celu )
Z=F(X,X%,,...X,)
spetniajac jednoczesnie ograniczenia :
rownosci
f (X, X%,,..X,) =h, i=1.2..m,
1 nierownosci
fj(xl,xz,...xn)sbj, j=1.2..k.
Zmienne X; nazywane sa zmiennymi decyzyjnymi ( |ub projektowymi).
Jezeli funkcja celu 1 ograniczenia sa funkcjami liniowymi to méwimy o programowaniu
liniowym w przedwnym przypadku méwimy o programowaniu nieli niowym.

Znanych jest wiele metod rozwiazywania tych zagadnien. Szczegdlne znaczenie maja metody
numeryczne pozwalajace na znalezienie poszukiwanego ekstremum z wigksza lub mniejsza
doktadnoscia.

Szukanie ekstremum funkcji mozna zawsze przedstawic jako problem minimalizacji.
Poszukiwanie maksimum mozemy zastapi¢ poszukiwaniem minimum funkcji pomnozone;j
przez —1.

Minimalizacja funkcji przy braku ograniczen

Wigkszos¢ algorytmow rozwigzujacych problem minimalizacji funkcji to algorytmy
iteracyjne.

Wymagaja one okre$lenia punktu startowego, X° a nastepnie w kolejnych krokach
iteracyjnych tworzy sig ciag rozwiazan x* takich, ze punkt X el jest lepszym przyblizeniem
rozwiazania optymalnego w poréwnaniu z rozwigzaniem X

Oznacza to, ze zachodzi

F(xD) < F(x™).

Najczes$ciej stosowane metody minimalizacji polegaja na przeszukiwaniu przestrzeni
zmiennych projektowania wzdtuz pewnych prostych , zwanych kierunkami poszukiwan .
Nowe przyblizenie poszukiwanego punktu rozwiazania otrzymywane jest zgodnie z
zaleznoscia:

x (D = x () 4 (gl (x )y,

gdzie: wektor s oznacza kierunek poszukiwan zas o wielko$¢ kroku w tym kierunku.
Oczywiscie kierunek s musi wyznacza¢ kierunek zmniejszania si¢ funkcji celu w przestrzeni
projektowania.

Jezeli funkcja celu jest rézniczkowalna warunek ten mozna zapisa¢ w postaci:

sWOF(x) <0,



Kazdy z iteracyjnych krokow zawiera dwa etapy. W pierwszym zostaje wyznaczony kierunek
poszukiwan s' w punkcie x| zag w etapie drugim okresla si¢ wielko$é kroku a™ na
podstawie ktérego wyznacza si¢ nowy punkt X**? ‘Wielko$¢ kroku moze byé przyjeta
arbitralnie , lub tez jest wyznaczona na drodze minimalizacji funkcji wzdtuz kierunku
poszukiwan s®. Wprowadzmy funkcje parametru o

d(a) = F(x® +as™™) . Optymalna dtugo$é kroku to taka, dla ktérej spetniony jest warunek
F(x¥) = mi nF (x® +ast) = mi nd(a)

Zatem w kazdym kroku iteracyjnym metoda wymaga rozwigzania rOwnania aa =0.
a

Latwo mozna wykazac, ze przyrownanie do zera pochodnej funkcji @ po parametrze a jest
rownowazne rownaniu: sS"0OF (x**Y) =0, co oznacza, ze w punkcie x “"* wektor wzrostu

OF (x*“) jest prostopadty do kierunku poszukiwan.

Oznaczmy gradient funkcji celu przez wektor q. Ponizej przedstawiona jest ilustracja
zblizania si¢ do minimum funkcji celu metoda najszybszego spadku. Krzywe przedstawiaja
warstwice funkcji celu .

Podstawowa metoda poszukiwania minimum funkcji bez ograniczen jest metoda
najszybszego spadku , w ktorej za kierunek poszukiwan przyjmuje si¢ ujemny wektor
gradientu minimalizowanegj funkcji.

s =-0F (x®),

Jest oczywiste, ze kolejne kierunki poszukiwan w metodzie najwigkszego spadku sa do siebie
prostopadie. Generowane w czasie przebiegu algorytmu kierunki poszukiwan maja charakter
,» zygzakowaty” co stanowi podstawowa wadg tej metody. Inne znane metody (Newtona,
gradientu sprz¢zonego itp.) w rdzny sposob likwidowaly t¢ wade zmniejszajaca szybko$¢
zbieznosci.



Minimalizagafunkcji z ograniczeniami

W wypadku wystepowania ograniczen w postaci nierownosci i réwnan, ktore maja spetniaé
zmienne projektowe ( zmienne degyzyjne) mamy odczynienia z zalaniem optymalizagi z
ograniczeniami.

Obsza w przestrzeni zmiennych projektowych jest ograniczony przez ptaszczyzny (w

wypadku ograniczen liniowych) lub powierzchnie (w wypadku ograniczen nieliniowych).

Wyznaczenie minimum z zagadnieniu w optymalizacji z ograniczeniami mozna

przeprowadzi¢ na wiele sposobow. Ograniczmy si¢ do opisania trzech:

1. Pierwszym sposobem jed sprowadzenie problemu z ograniczeniami do problemu bez
ograniczen przez transformacje zmiennych niezaleznych ( decyzyjnych, projektowych).
Metodatajed zwykle sosowanatylko do pzypadkow, gdy zmienne niezalezne sa
ograniczone z gory i z dotu przez stale wartosci liczbowe

Przyktadowo jezeli ograniczenie ma postac :

I, <x <p,

to powprowadzeniu novych zmiennych X :
x =1 +(p, —1,)sinx.
otrzymamy zagadnienie optymali zagi funkcji cdu da zmiennych Xxbez ograniczen.

2. Drugim sposobem jest modyfikacja funkcji celu przez wprowadzenie do niej wyrazenia
reprezentujacego kare¢ z przekroczenie ograniczen. Nastepnie do tak zmienionej funkcji
stosujemy jedna z metod poszukiwania ekstremum bez ograniczen. Mozna wykazac ze
ciag rozwiazan zagadnienia bez ograniczen dla ciagu ,,coraz mocniejszych” funkcji kary
jest zbiezny do rozwiazania zagadnienia optymalizacji z ograniczeniami.

b(x)

ba(X)

by(x)

bo(X)

Xo- Obszar
rozwiazan
dopuszczalnych

llustracja zasady tworzenia ciagu zewngtrznych funkcji kary

3. Trzecim sposobem jest modyfikacja kierunku poszukiwan w otoczeniu ograniczen badz
przez generowanie kierunku dopuszczalnego, a nastgpnie poszukiwan w obszarze
dopuszczalnym wzdtuz tego kierunku, badz tez przez rzutowanie kierunku gradientu na
powierzchnig styczna do ograniczen.

Istnieja oczywiscie inne metody poszukiwania ekstremum tu nie wymienione.



Przyktad programowania liniowego
Przeprowadzimy optymalizacj¢ zysku dla zaktadu produkujacego dwa typy ptyt

podtogowych.

Obydwa typy wymagaja zuzycia jednakowej ilo$ci dostgpnych bez ograniczen takich
surowcow jak woda piasek, cement.
Typ I jest barwny i potrzebna jest pewna ilo$¢ barwnika na jego wyprodukowanie.
Zaktad produkcyjny ma ograniczona ilo$¢ barwnika réwna 8 1, dostgpna ilo$¢ czasu pracy
maszyn wynoszaca 10 godzin i czasu pracy ludzi okre$lona na 24 godziny.

Wiadomo, ze wyprodukowanie 1 tony ptyt typu I ( kolorowych) wymaga :

2 godzin pracy masz/n , 3 godin pracy ludzkigj i 2 litr w barwnika.

Wyprodukowanie tony ptyt typu II wymaga natomiast :

1 godzin pracy masz/ni 3 godzin pracy ludzkiey.

Zysk na tonie ptyt typu [ wynosi 3 zt, a na tonie plyt typu II 2zt
Interesuje nas zaplanowanie produkcji maksymalizujace zysk.

produkt
sktadniki plyty typ I plyty typ II wielkos$ci dostgpne
X1 X2
maszyny 2 1 10
pracaludzka 3 3 24
barwnik 2 0 8
zysk 3 2

Sformutujmy problem w postaci matematycznej: Znalez¢ maksimum funkcji ( liniowe;))
Z =3x, +2X,
przy ograniczeniach :

X, 20,X,20,
2%, + X, <10
33X, +3x, <24
2%, <8
104
8_
6_
X2 obszar rozwiazan
dopuszczalnych
4_
2_
x1
0o 2 3 6 8 10
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Linie przerywane to warstwice funkcji zysku odpowiednio o poziomie zysku 12, 161 18 zk.
Prosta najdalej odlegta od poczatku uktadu wspotrzednych przedstawiajaca warstwicg funkcji
zysku Z=18. Prosta ta styka si¢ tylko w jednym punkcie z obszarem rozwiazan
dopuszczalnych . Jest to punkt o wspotrzednych x1=2 1 x2=6. Oznacza to, ze otrzymaliSmy
graficzne rozwiazanie zadania optymalizacji.

Rozwiazanie
produk wielkosci | wielkoS$ci
sktadniki plyty typ I plyty typ II dostgpne | wykorzystane
x1=2 X2=6
masz/ny 2*2=4 1*6=6 10 10
pracaludzka 3*2=6 3*6=18 24 24
barwnik 2*2=4 0 8 4
zysk 3*2=6 2*6=12 18

Kolorem czerwonym wyrdzniono ograniczenia aktywne.

Wektor prostopadty do linii warstwic jest wektorem najszybszego wzrostu funkcji celu.
Jes onrowny gradientowi funkcji ceu.
OF =[0F /0x,,0F /0x,] =[3,2],

Przedstawmy ponownie rozwiazanie metoda tego zadania tym razem metoda

modyfikacji kierunku poszukiwan w otoczeniu ograniczen.

Algorytm dochodzenia do rozwiazania jest nastepujacy:




1. Wybieramy dowolne warto$ci zmiennych spetniajacych warunki ograniczajac. W
interpretacji graficznej oznacza to, ze wybieramy pewien startowy punkt lezacy w
obszarze rozwigzan dopuszczalnych.

2. Szukamy nastgpnie lepszego rozwiazania. Lepsze rozwiazanie bedzie lezalo w kierunku
naj szybszego wzrostu funkcji celu. Kierunek najszybszego wzrostu funkcji celu wyznacza
wektor gradientu. W przypadku liniowej funkcji celu ( wykres jg jest ptaszczyzna )
nastgpny punkt w przestrzeni zmiennych, dajacy najwigksza wartos$¢ funkcji celu bedzie
si¢ znajdowal mozliwie najdalej od startowego, ale nie dalej niz pozwola na to
ograniczenia.

3. Kolejny punkt bedzie poszukiwany wzdluz granicy obszaru rozwiazan dopuszczalnych w
kierunku wzrostu funkcji celul.

Opis metody rozwiazania zadania

2X, + X, <10
3x, +3x, <24

Przyjmijmy punkt startowy lezacy w zbiorze rozwiazan dopuszczalnych
np. A o wspotrzednych 3, 0

{xo}={30}
wektor gradientu funkcji celu wynosi:

{oradrF (x)}={32}

Szukamy nowego punktu w kierunku najszybszego wzrostu funkcji celu.
Wspotrzedne nowego punktu wynosza :

(B0 ., (BC
{x,}=

B BE



gdzie: A oznacza nieznany parametr .

Nowy punkt musi leze¢ w zbiorze rozwiazan dopuszczalnych co oznacza, ze spelnione musza
by¢ wszystkie nierownosci ograniczajace.

Podstawiajac kolejno wspoirzedne nowego punkty do nieréwnosci ograniczajacych
otrzymamy roézne warto$ci ograniczajace parametr A.

2 10 0C
3 S e
2 05 EBE

A<, As% As%

Dla najmniejszej wartosci parametru A nowy punkt lezy na brzegu zbioru rozwigzan
dopuszczalnych. Jest to punkt B o wspotrzednych: 4, 2/3. Pozostalym dwom ograniczeniom
parametru odpowiadaja punkty Ci D lezace na powierzchniach ograniczen aktualnie nie
aktywnych.

Nastgpnym krokiem jest wyznaczenie nowego kierunku poszukiwan. Nowy kierunek
wybieramy ze wszystkich kierunkow lezacych na aktywnym ograniczeniu ( w naszym
przyktadzie na prostej o rOwnaniu x;=8) i zapewniajacych najszybszy wzrost. Najszybszy
wzrost zapewni kierunek ktorego wektora o najwigkszym iloczynie skalarnym z wektorem
gradientu funkgji celu.

Mozemy rozpatrzy¢ dwa wektory lezace na prostg) X;=8

{n}={og
{rat={o-1

iloczyny skalarne Wynoszq odpowiednio
{gradF (X)}B.H_ {3 Z}B.H_

00 O

[ {gradF (X)}B.H: {3,2}5_ H_ -2

Whasciwym kierunkiem jest wiec wektor {r,} ={0,1}

Dalej wyznaczamy dlugos¢ kroku okreslajac parametr A podobnie jak poprzednio.
Nowe potozenie punktu okresla rownanie:

04 0

{x.}= %w

Wspotrzedne punktu podstawiamy do ograniczen i wyznaczamy parametr A.
Otrzymujemy A= 10/3 dlaograniczenia 3x;+3x,=24

[ A= 4/3 dla ograniczenia 2x;+x,=10.

Mniejsza warto$¢ parametru daje punkt C lezacy w zbiorze rozwiazan dopuszczalnych.
W kolejnym kroku poszukujemy kierunku lezacego na nowym ograniczeniu aktywnym
2X1+X,=10.

Postgpujac analogicznie jak poprzednio dochodzimy do punktu G.

Kazdy wektor jednostkowy wystawiony w punkcie G nie lezacy na zewnatrz zbioru
rozwiazan dopuszczalnych pomnozony skalarnie z gradientem funkcji celu daje warto$¢
ujemna. Oznacza to, kazde przesunigcie w obszarze dopuszczalnym wywota zmniejszenie
wartosci funkcji celu. Punkt G jest wiec rozwigzaniem zadania maksymalizacji z
ograniczeniami.



Zadanie 1
Wykorzystujac aplikacj¢ Excel rozwiaz problem optymalizacji:
Wyznaczminimum funkgji cdu danej rownaniem :

minf(x):xf—xl+X§—%,

przy ograniczeniac:

6 (X) =% +x% -1<0,

gz(X) =X = 0,

0;(X) =%, <0.

Sposdb rozwiazania:

Otworz akusz Excd
Zapiszw odpowviednich komorkad:

A B C D
1 |Z= =B2"2-B2+B3"2-0.5*B3
2 |x1 0
3 [x2 1
4 |9l =B2+B3-1 0
5 |02 =-B2 0
6 |g3 =-B3 0
7

W komoérkach B2 i B3 wpisano punkty startowe. Moga by¢ dowolne, ale musza naleze¢ do
zbioru rozwiazan dopuszczdny

W komérceB1 jed zapisana funkcja céu.

W komorkach B4, B5, B6 zapisane sa lewe strony nierdéwnos$ci ograniczajacych.

W komoérkach C4, C5, C6 zapisane sa strony prawe.

» 7 menu Narzedzia wybierz Solver...

Wybierz zadanie minimum

wskaz kolejno uzywajac lewego Kawiszamyszy :

komorke z funkcja celu

komorki ze amiennymi ( pozwdl niech program je san odgadnie)
dodaj kolejno ograniczenia ( wskazujac odpowiednie komorki)
Nacisnij Rozwiaz

Wybierz Raport wynikow 1 weisnij OK

Przeanali zuj wyniki, obgjrzyj Raport wynikow

Wykonaj szkic : w uktadzie wspotrzednych x1,x2 narysuj ograniczenia i punkt
rozwiazujace zadanie.



Zadanie 2
Wykorzystujac aplikacj¢ Excel rozwiaz problem optymalizacji:
Wyznaczminimum funkgji cdu danej rownaniem :

min f (x) = -3x, — 2x,,

przy ograniczeniach:

0,(x) =2x +x, -3<0,

9,(x) =x +x, -2<0,

g;(x) =-x <0.
g,(X) =-X, <0.
Zadanie 3

Wykorzystujac aplikacj¢ Excel rozwiaz problem optymalizacji:
Wyznaczminimum funkgji cdu danej rownaniem :

min f (x) = (x, —2)* +(x, —1)?,

przy ograniczeniadh:

9,(x) = x/ - x, 20,

9,(X) =% +x,-2<0,

Zadanie4

Wykorzystujac przyktadowe zadanie programowania liniowego opisane nizej okresl funkcje
cdui warunki ograniczajace, a nastgpnie rozwiaz uzywajac aplikacji Excel zadania podobne
do przyktadowego o danych zapisanych w trzech tabelach podrysunkiem.

zadanie przykladowe

Przeprowadzimy optymalizacje zysku dla zaktadu produkujacego dwa typy ptyt podtogowych.

Obydwa typy wymagaja zuzycia jednakowej ilosci dostgpnych bez ograniczen takich surowcow jak woda piasek, cement.
Typ I jest barwny i potrzebna jest pewna ilo§¢ barwnika na jego wyprodukowanie.

Zaktad produkcyjny ma ograniczong ilo$¢ barwnika roéwna 8 1, dostepna ilo$¢ czasu pracy maszyn wynoszaca 10 godzin i
czasu pracy ludzi okre$long na 24 godziny.

Wiadomo, ze wyprodukowanie 1 tony ptyt typu I ( kolorowych) wymaga :

2 godzin pracy maszyn , 3 godzin pracy ludzkiej i 2 litréw barwnika.

Wyprodukowanie tony ptyt typu Il wymaga natomiast :

1 godzin pracy maszyn i 3 godzin pracy ludzkieg).

Zysk na tonie ptyt typu [ wynosi 3 zt, a na tonie ptyt typu Il 2zt

Interesuje nas zaplanowanie produkcji maksymalizujace zysk.

produkt
sktadniki plyty typ I plyty typ II wielkosci dostgpne
X1 X2
maszyny 2 1 10
pracaludzka 3 3 24
barwnik 2 0 8
zZysk 3 2

Sformulujmy problem w postaci matematycznej: Znalez¢ maksimum funkcji ( liniowej)

Z =3x, +2X,




przy ograniczeniach :

X, 20,X%, 20,

10

2%, + X, <10
3x, +3X, <24
2%, <8
104
8_
6_
X2 obszar rozwigzan
dopuszczalnych
4_
2_
x1
0o 2 & ] 10
X
produkt
sktadniki plyty typ I plyty typ II wielkoSci dostgpne
X1 X2
maszyny 2 1 10
pracaludzka 3 3 24
barwnik 2 0 8
zysk 3 2
produkt
sktadniki plyty typ I plyty typ II wielkoSci dostgpne
X1 X2
maszyny 2 2 10
pracaludzka 3 3 24
barwnik 2 0 8
zysk 3 2
produkt
sktadniki plyty typ I plyty typ II wielkosci dostgpne
X1 X2
maszyny 2 1 10
pracaludzka 4 3 24
barwnik 2 0 8
zysk 3 2




