
 1 

 
 

=DGDQLH�SROHJDM�FH�QD�SRV]XNLZDQLX�PDNV\PDOQHM�OXE�PLQLPDOQHM�ZDUWR�FL�IXQNFML�ZLHOX�

]PLHQQ\FK��SU]\�MHGQRF]HVQ\P�VSHáQLHQLX�SHZQHM�LOR�FL�QDáR*RQ\FK�ZDUXQNyZ�–�UyZQD��OXE�
QLHUyZQR�FL��QRVL�QD]Z
�]DGDQLD�RSW\PDOL]DF\MQHJR�OXE�]DGDQLD�SURJUDPRZDQLD�

matematycznego. 
 
=DGDQLH�WR�PR*QD�VIRUPXáRZDü�QDVW
SXM�FR� 
=QDOH(ü�HNVWUHPXP�IXQNFML�ZLHOX�]PLHQQ\FK���QD]\ZDQHM�IXQNFM��FHOX ) 

),...,( 21 nxxxFZ =   

VSHáQLDM�F�MHGQRF]H�QLH�RJUDQLF]HQLD�� 
UyZQR�FL� 

,),...,( 21 ini bxxxf =       i=1.2...m, 

L�QLHUyZQR�FL 
,),...,( 21 jnj bxxxf ≤       j=1.2...k. 

Zmienne xi�QD]\ZDQH�V��zmiennymi decyzyjnymi ( lub projektowymi). 
-H*HOL�IXQNFMD�FHOX�L�RJUDQLF]HQLD�V��IXQNFMDPL�OLQLRZ\PL�WR�PyZLP\�R�SURJUDPRZDQLX�

liniowym w przeciwnym przypadku mówimy o programowaniu nieliniowym.  
 
ZQDQ\FK�MHVW�ZLHOH�PHWRG�UR]ZL�]\ZDQLD�W\FK�]DJDGQLH���6]F]HJyOQH�]QDF]HQLH�PDM��PHWRG\�
QXPHU\F]QH�SR]ZDODM�FH�QD�]QDOH]LHQLH�SRV]XNLZDQHJR�HNVWUHPXP�]�ZL
NV]��OXE�PQLHMV]��

GRNáDGQR�FL��� 
 
 
6]XNDQLH�HNVWUHPXP�IXQNFML�PR*QD�]DZV]H�SU]HGVWDZLü�MDNR�SUREOHP�PLnimalizacji. 
3RV]XNLZDQLH�PDNVLPXP�PR*HP\�]DVW�SLü�SRV]XNLZDQLHP�PLQLPXP�IXQNFML�SRPQR*RQHM�

przez  –1. 

0LQLPDOL]DFMD�IXQNFML�SU]\�EUDNX�RJUDQLF]H��� 
 
:L
NV]R�ü�DOJRU\WPyZ�UR]ZL�]XM�F\FK�SUREOHP�PLQLPDOL]DFML�IXQNFML�WR�DOJRU\WP\�

iteracyjne. 
:\PDJDM��RQH�RNUH�OHQLD�SXQNWX�VWDUWRZHJR��xo

�D�QDVW
SQLH�Z�NROHMQ\FK�NURNDFK�

LWHUDF\MQ\FK�WZRU]\�VL
�FL�J�UR]ZL�]D��xk
�WDNLFK��*H�SXQNW�x k+1

�MHVW�OHSV]\P�SU]\EOL*HQLHP�

UR]ZL�]DQLD�RSW\PDOQHJR�Z�SRUyZQDQLX�]�UR]ZL�]DQLHP�xk  
2]QDF]D�WR��*H�]DFKRG]L� 

).()( )()1 kk FF xx <+  
1DMF]
�FLHM�VWRVRZDQH�PHWRG\�PLQLPDOL]DFML�SROHJDM��QD��SU]HV]XNLZDQLX�SU]HVWU]HQL�

]PLHQQ\FK�SURMHNWRZDQLD��Z]GáX*�SHZQ\FK�SURVW\FK���]ZDQ\FK�NLHUXQNDPL�SRV]XNLZD��� 
1RZH�SU]\EOL*HQLH�SRV]XNLZDQHJR�SXQNWX�UR]ZL�]DQLD�RWU]\P\ZDQH�MHVW�]JRGQLH�]�

]DOH*QR�FL��� 
),( )()()()()1( kkkkk xsxx α+=+  

gdzie: wektor s�R]QDF]D�NLHUXQHN�SRV]XNLZD��]D��α�ZLHONR�ü�NURNX�Z�W\P�NLHUXQNX� 
2F]\ZL�FLH�NLHUXQHN�s�PXVL�Z\]QDF]Dü�NLHUXQHN�]PQLHMV]DQLD�VL
�IXQNFML�FHOX�Z�SU]HVWU]HQL�
projektowania. 
-H*HOL�IXQNFMD�FHOX�MHVW�Uy*QLF]NRZDOQD�ZDUXQHN�WHQ�PR*QD�]DSLVDü�Z�SRVWDFL� 

,0)( )()( <∇ kk F xs  
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.D*G\�]�LWHUDF\MQ\FK�NURNyZ�]DZLHUD�GZD�HWDS\��:�SLHUZV]\P�]RVWDMH�Z\]QDF]RQ\�NLHUXQHN�

SRV]XNLZD��� )(ks  w punkcie )(kx ��]D��Z�HWDSLH�GUXJLP�RNUH�OD�VL
�ZLHONR�ü�NURNX� )(kα  na 
SRGVWDZLH�NWyUHJR�Z\]QDF]D�VL
�QRZ\�SXQNW� )1( +kx �:LHONR�ü�NURNX�PR*H�E\ü�SU]\M
WD�

DUELWUDOQLH���OXE�WH*�MHVW�Z\]QDF]RQD�QD�GURG]H�PLQLPDOL]DFML�IXQNFML�Z]GáX*�NLHUXQNX�

SRV]XNLZD�� )(ks ��:SURZDG(P\�IXQNFM
�SDUDPHWUX�α 
)()( )()( kk sxF αα +=Φ ��2SW\PDOQD�GáXJR�ü�NURNX�WR�WDND��GOD�NWyUHM�VSHáQLRQ\�MHVW�ZDUXQHN� 

)()()( )()()1 αα
αα

Φ=+=+ nimnFimF kkk sxx  

=DWHP�Z�ND*G\P�NURNX�LWHUDF\MQ\P�PHWRGD�Z\PDJD�UR]ZL�]DQLD�UyZQDQLD� 0=Φ
αd

d
. 

àDWZR�PR*QD�Z\ND]Dü��*H��SU]\UyZQDQLH�GR�]HUD�SRFKRGQHM�IXQNFML�Φ po parametrze α jest 
UyZQRZD*QH�UyZQDQLX�� ,0)( )1()( =∇ +kk F xs �FR�R]QDF]D��*H�Z�SXQNFLH�x k+1 wektor wzrostu 

)( )1( +∇ kF x MHVW�SURVWRSDGá\�GR�NLHUXQNX�SRV]XNLZD�� 
Oznaczmy  gradient funkcji celu przez wektor q��3RQL*HM�SU]HGVWDZLRQD�MHVW�LOXVWUDFMD���
]EOL*DQLD�VL
�GR�PLQLPXP�IXQNFML�FHOX�PHWRG��QDMV]\EV]HJR�VSDGNX��.U]\ZH�SU]HGVWDZLDM��

warstwice funkcji celu . 
 

-qk

xk+1

-qk+1

xk

sk

 
 
3RGVWDZRZ��PHWRG��SRV]XNLZDQLD�PLQLPXP�IXQNFML�EH]�RJUDQLF]H��MHVW�PHWRGD�

QDMV]\EV]HJR�VSDGNX���Z�NWyUHM�]D�NLHUXQHN�SRV]XNLZD��SU]\MPXMH�VL
�XMHPQ\�ZHNWRU�

gradientu minimalizowanej funkcji. 
),( )()( kk F xs −∇=  

-HVW�RF]\ZLVWH��*H�NROHMQH�NLHUXQNL�SRV]XNLZD��Z�PHWRG]LH�QDMZL
NV]HJR�VSDGNX�V��GR�VLHELH�

proVWRSDGáH��*HQHURZDQH�Z�F]DVLH�SU]HELHJX�DOJRU\WPX�NLHUXQNL�SRV]XNLZD��PDM��FKDUDNWHU�
Ä�]\J]DNRZDW\´�FR�VWDQRZL�SRGVWDZRZ��ZDG
�WHM�PHWRG\��,QQH�]QDQH�PHWRG\��1HZWRQD��

JUDGLHQWX�VSU]
*RQHJR�LWS���Z�Uy*Q\�VSRVyE�OLNZLGRZDá\�W
�ZDG
�]PQLHMV]DM�F���V]\ENR�ü�

zbLH*QR�FL� 
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Minimalizacja funkcji z  ograniczeniami 
 
:�Z\SDGNX�Z\VW
SRZDQLD�RJUDQLF]H��Z�SRVWDFL�QLHUyZQR�FL�L�UyZQD���NWyUH�PDMD�VSHáQLDü�

zmienne projektowe ( zmienne decyzyjne) mamy odczynienia z zadaniem optymalizacji z 
ograniczeniami.  
Obszar w�SU]HVWU]HQL�]PLHQQ\FK�SURMHNWRZ\FK�MHVW�RJUDQLF]RQ\�SU]H]�SáDV]F]\]Q\��Z�
Z\SDGNX�RJUDQLF]H��OLQLRZ\FK��OXE�SRZLHU]FKQLH��Z�Z\SDGNX�RJUDQLF]H��QLHOLQLRZ\FK�� 
:\]QDF]HQLH�PLQLPXP�]�]DJDGQLHQLX�Z�RSW\PDOL]DFML�]�RJUDQLF]HQLDPL�PR*QD�

SU]HSURZDG]Lü�QD�ZLHOH�VSRVREyZ��2JUDQLF]P\�VL
�GR�RSLVDQLD�WU]HFK� 
1. Pierwszym sposobem jest sprowadzenie problemu z ograniczeniami do problemu bez 

RJUDQLF]H��SU]H]�WUDQVIRUPDFMH�]PLHQQ\FK�QLH]DOH*Q\FK���GHF\]\MQ\FK��SURMHNWRZ\FK���

Metoda ta jest zwykle stosowana tylko do przypadkóZ��JG\�]PLHQQH�QLH]DOH*QH�V��
RJUDQLF]RQH�]�JyU\�L�]�GRáX�SU]H]�VWDáH�ZDUWR�FL�OLF]ERZH� 

3U]\NáDGRZR�MH*HOL�RJUDQLF]HQLH�PD�SRVWDü��� 

iii pxl ≤≤  

to po wprowadzeniu nowych zmiennych 
_

x  : 

 .sin)(
_

2
iiiii xlplx −+=  

otrzymamy zagadnienie optymalizacji funkcji celu dla zmiennych  
_

x EH]�RJUDQLF]H�� 
 
2. 'UXJLP�VSRVREHP�MHVW�PRG\ILNDFMD�IXQNFML�FHOX�SU]H]�ZSURZDG]HQLH�GR�QLHM�Z\UD*HQLD�

UHSUH]HQWXM�FHJR�NDU
�]�SU]HNURF]HQLH�RJUDQLF]H���1DVW
SQLH�GR�WDN�]PLHQLRQHM�IXQkcji 
VWRVXMHP\�MHGQ��]�PHWRG�SRV]XNLZDQLD�HNVWUHPXP�EH]�RJUDQLF]H���0R*QD�Z\ND]Dü�*H�

FL�J�UR]ZL�]D��]DJDGQLHQLD�EH]�RJUDQLF]H��GOD�FL�JX�ÄFRUD]�PRFQLHMV]\FK´�IXQNFML�NDU\�

MHVW�]ELH*Q\�GR�UR]ZL�]DQLD�]DJDGQLHQLD�RSW\PDOL]DFML�]�RJUDQLF]HQLDPL� 
  

 
IlustracMD�]DVDG\�WZRU]HQLD�FL�JX�]HZQ
WU]Q\FK�IXQNFML�NDU\ 
3. 7U]HFLP�VSRVREHP�MHVW�PRG\ILNDFMD�NLHUXQNX�SRV]XNLZD��Z�RWRF]HQLX�RJUDQLF]H��E�G(�

SU]H]�JHQHURZDQLH�NLHUXQNX�GRSXV]F]DOQHJR��D�QDVW
SQLH�SRV]XNLZD��Z�REV]DU]H�

GRSXV]F]DOQ\P�Z]GáX*�WHJR�NLHUXQNX��E�G(��WH* przez rzutowanie kierunku gradientu na 
SRZLHU]FKQL
�VW\F]Q��GR�RJUDQLF]H�� 

,VWQLHM��RF]\ZL�FLH�LQQH�PHWRG\�SRV]XNLZDQLD�HNVWUHPXP�WX�QLH�Z\PLHQLRQH� 

Xo- Obszar
rozwi�]D�

dopuszczalnych

bo(x)

b1(x)

b2(x)

x

b(x)
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3U]\NáDG�SURJUDPRZDQLD�OLQLRZHJR 
3U]HSURZDG]LP\�RSW\PDOL]DFM
�]\VNX�GOD�]DNáDGX�SURGXNXM�FHJR�GZD�W\S\�Sáyt 
SRGáRJRZ\FK� 
2E\GZD�W\S\�Z\PDJDM��]X*\FLD�MHGQDNRZHM�LOR�FL�GRVW
SQ\FK�EH]�RJUDQLF]H��WDNLFK�

surowców jak woda piasek, cement. 
7\S�,�MHVW�EDUZQ\�L�SRWU]HEQD�MHVW�SHZQD�LOR�ü�EDUZQLND�QD�MHJR�Z\SURGXNRZDQLH� 
=DNáDG�SURGXNF\MQ\�PD�RJUDQLF]RQ��LOR�ü�EDUZQLND�UyZQ����O��GRVW
SQ��LOR�ü�F]DVX�SUDF\�

PDV]\Q�Z\QRV]�F�����JRG]LQ�L��F]DVX�SUDF\�OXG]L��RNUH�ORQ��QD����JRG]LQ\� 
:LDGRPR��*H�Z\SURGXNRZDQLH���WRQ\�Sá\W�W\SX�,���NRORURZ\FK��Z\PDJD�� 
2 godzin pracy maszyn , 3 godzin pracy ludzkiej i 2 litrów barwnika. 
WypURGXNRZDQLH�WRQ\�Sá\W�W\SX�,,��Z\PDJD�QDWRPLDVW�� 
1 godzin pracy maszyn i 3 godzin pracy ludzkiej. 
=\VN�QD�WRQLH�Sá\W�W\SX�,�Z\QRVL���]á��D�QD�WRQLH�Sá\W�W\SX�,,���]á 
,QWHUHVXMH�QDV�]DSODQRZDQLH�SURGXNFML�PDNV\PDOL]XM�FH�]\VN� 
 

produkt  
VNáDGQLNL Sá\W\�W\S�, 

x1 
Sá\W\�W\S�,, 

x2 

 
ZLHONR�FL�GRVW
SQH 

maszyny 2 1 10 
praca ludzka 3 3 24 

barwnik 2 0 8 
zysk 3 2  

6IRUPXáXMP\�SUREOHP�Z�SRVWDFL�PDWHPDW\F]QHM��=QDOH(ü�PDNVLPXP�IXQNFML���OLQLRZHM� 

21 23 xxZ +=   
przy ograniczeniach : 

,0,0 21 ≥≥ xx   

102 21 ≤+ xx   

2433 21 ≤+ xx   

82 1 ≤x   
 
 

REV]DU�UR]ZL�]D��

dopuszczalnych 

x1 

x2 
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/LQLH�SU]HU\ZDQH�WR�ZDUVWZLFH�IXQNFML�]\VNX�RGSRZLHGQLR�R�SR]LRPLH�]\VNX���������L����]á� 
3URVWD�QDMGDOHM�RGOHJáD�RG�SRF]�WNX�XNáDGX�ZVSyáU]
GQ\FK��SU]HGVWDZLDM�FD�ZDUVWZLF
�IXQNFML�

]\VNX�= ����3URVWD�WD�VW\ND�VL
�W\ONR�Z�MHGQ\P�SXQNFLH�]�REV]DUHP�UR]ZL�]D��

GRSXV]F]DOQ\FK���-HVW�WR�SXQNW�R�ZVSyáU]
GQ\FK�[� ��L�[� ���2]QDF]D�WR��*H�RWU]\PDOL�P\�

JUDILF]QH��UR]ZL�]DQLH�]DGDQLD�RSW\PDOL]DFML� 
 
5R]ZL�]DQLH 

produkt  
skáDGQLNL Sá\W\�W\S�, 

x1=2 
Sá\W\�W\S�,, 

x2=6 

ZLHONR�FL�

GRVW
SQH 
ZLHONR�FL�

wykorzystane 

maszyny 2*2=4 1*6=6 10 10 
praca ludzka 3*2=6 3*6=18 24 24 

barwnik 2*2=4 0 8 4 
zysk 3*2=6 2*6=12  18 

 
.RORUHP��F]HUZRQ\P��Z\Uy*QLRQR�RJUDQLF]HQLD�DNW\ZQH� 
 
:HNWRU�SURVWRSDGá\�GR�OLQLL�ZDUVWZLF�MHVW�ZHNWRUHP�QDMV]\EV]HJR�Z]URVWX�IXQNFML�FHOX� 
Jest on równy gradientowi funkcji celu.  

],2,3[]/,/[ 21 =∂∂∂∂=∇ xFxFF  
 
3U]HGVWDZP\�SRQRZQLH�UR]ZL�]DQLH�PHWRG��WHJR�]DGDQLD�W\P�UD]HP�PHWRG���

PRG\ILNDFML�NLHUXQNX�SRV]XNLZD��Z�RWRF]HQLX�RJUDQLF]H�.  
 
 
$OJRU\WP�GRFKRG]HQLD�GR�UR]ZL�]DQLD�MHVW�QDVW
SXM�F\� 

x2 

x1 
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1. :\ELHUDP\�GRZROQH�ZDUWR�FL�]PLHQQ\FK�VSHáQLDM�F\FK�ZDUXQNL�RJUDQLF]DM�F��:�

LQWHUSUHWDFML�JUDILF]QHM�R]QDF]D�WR���*H�Z\ELHUDP\�SHZLHQ�VWDUWRZ\�SXQNW�OH*�F\�Z�

REV]DU]H�UR]ZL�]D� dopuszczalnych.  
2. 6]XNDP\�QDVW
SQLH�OHSV]HJR�UR]ZL�]DQLD��/HSV]H�UR]ZL�]DQLH�E
G]LH�OH*DáR�Z�NLHUXQNX�

najszybszego wzrostu funkcji celu. Kierunek najszybszego wzrostu funkcji celu wyznacza 
wektor gradientu. W przypadku liniowej funkcji celu ( wykres jej jeVW�SáDV]F]\]Q����

QDVW
SQ\�SXQNW�Z�SU]HVWU]HQL�]PLHQQ\FK��GDM�F\�QDMZL
NV]��ZDUWR�ü�IXQNFML�FHOX�E
G]LH�

VL
�]QDMGRZDá�PR*OLZLH�QDMGDOHM�RG�VWDUWRZHJR��DOH�QLH�GDOHM�QL*�SR]ZRO��QD�WR�

ograniczenia.   
3. .ROHMQ\�SXQNW�E
G]LH�SRV]XNLZDQ\�Z]GáX*�JUDQLF\�REV]DUX�UR]ZL�]D��GRSXV]F]DOQ\FK�Z�

kierunku wzrostu funkcji celu.  
2SLV�PHWRG\�UR]ZL�]DQLD�]DGDQLD 
 

102 21 ≤+ xx   

2433 21 ≤+ xx   

82 1 ≤x   

 
3U]\MPLMP\�SXQNW�VWDUWRZ\�OH*�F\�Z�]ELRU]H�UR]ZL�]D��GRSXV]F]DOQ\FK� 
QS��$�R�ZVSyáU]
Gnych 3, 0  
{ } { }0,3=0x   

wektor gradientu funkcji celu wynosi: 
 { } { }2,3)( =xgradF  
Szukamy nowego punktu w kierunku najszybszego wzrostu funkcji celu. 
:VSyáU]
GQH�QRZHJR�SXQNWX�Z\QRV]��� 

{ } 






+






=
2

3

0

3
λ1x  
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gdzie: λ oznacza nieznany parametr  . 
1RZ\�SXQNW�PXVL�OH*Hü�Z�]ELRU]H�UR]ZL�]D��GRSXV]F]DOQ\FK�FR�R]QDF]D��*H�VSHáQLRQH�PXV]��

E\ü�ZV]\VWNLH�QLHUyZQR�FL�RJUDQLF]DM�FH� 
3RGVWDZLDM�F�NROHMQR�ZVSyáU]
GQH�QRZHJR�SXQNW\�GR�QLHUyZQR�FL�RJUDQLF]DM�F\FK�

RWU]\PDP\�Uy*QH�ZDUWR�FL�RJUDQLF]DM�FH�Sarametr λ. 

{ }















≤

















8

24

10

,

02

33

12

21 xx  

 

1≤λ ,    2
1≤λ  3

1≤λ  

'OD�QDMPQLHMV]HM�ZDUWR�FL�SDUDPHWUX�λ�QRZ\�SXQNW�OH*\�QD�EU]HJX�]ELRUX�UR]ZL�]D��
GRSXV]F]DOQ\FK��-HVW�WR�SXQNW�%�R�ZVSyáU]
GQ\FK�����������3R]RVWDá\P�GZyP�RJUDQLF]HQLRP�

SDUDPHWUX�RGSRZLDGDM��SXQNW\�&L�'�OH*�FH�QD�SRZLHU]FKQLDFK�RJUDQLF]H��DNWXDOQLH�QLH�

aktywnych. 
1DVW
SQ\P�NURNLHP�MHVW�Z\]QDF]HQLH�QRZHJR�NLHUXQNX�SRV]XNLZD���1RZ\�NLHUXQHN�

Z\ELHUDP\�]H�ZV]\VWNLFK�NLHUXQNyZ�OH*�F\FK�QD�DNW\ZQ\P�RJUDniczeniu ( w naszym 
SU]\NáDG]LH�QD�SURVWHM�R�UyZQDQLX�[1 ���L�]DSHZQLDM�F\FK�QDMV]\EV]\�Z]URVW��1DMV]\EV]\�

Z]URVW�]DSHZQL�NLHUXQHN�NWyUHJR�ZHNWRUD��R�QDMZL
NV]\P�LORF]\QLH�VNDODUQ\P�]�ZHNWRUHP�

gradientu funkcji celu. 
0R*HP\�UR]SDWU]\ü�GZD�ZHNWRU\�OH*�FH�QD prostej x1=8  
{ } { }1,01 =r  

{ } { }1,02 −=r  
LORF]\Q\�VNDODUQH�Z\QRV]��RGSRZLHGQLR� 

 { } { } 2
1

0
2,3

1

0
)( =







=







xgradF  

i { } { } 2
1

0
2,3

1

0
)( −=








−

=







xgradF  

:áD�FLZ\P�NLHUXQNLHP�MHVW�ZL
F�ZHNWRU�{ } { }1,01 =r  

'DOHM�Z\]QDF]DP\�GáXJR�ü�NURNX�RNUH�ODM�F parametr λ podobnie jak poprzednio. 
1RZH�SRáR*HQLH�SXQNWX�RNUH�OD�UyZQDQLH� 

{ } 






+







=

1

0

3
2
4

2 λx  

:VSyáU]
GQH�SXQNWX�SRGVWDZLDP\�GR�RJUDQLF]H��L�Z\]QDF]DP\�SDUDPHWU�λ. 
Otrzymujemy λ= 10/3 dla ograniczenia  3x1+3x2=24 
i   λ= 4/3 dla ograniczenia 2x1+x2=10. 
0QLHMV]D�ZDUWR�ü�SDUDPHWUX�GDMH�SXQNW��&�OH*�F\�Z�]ELRU]H�UR]ZL�]D��GRSXV]F]DOQ\FK�� 
:�NROHMQ\P�NURNX�SRV]XNXMHP\�NLHUXQNX�OH*�FHJR�QD�QRZ\P�RJUDQLF]HQLX�DNW\ZQ\P�

2x1+x2=10.  
3RVW
SXM�F�DQDORJLF]QLH�MDN�SRSU]HGQLR�GRFKRG]LP\�GR�SXQNWX�*� 
.D*G\�ZHNWRU�MHGQRVWNRZ\�Z\VWDZLRQ\�Z�SXQNFLH�*�QLH�OH*�F\�QD�]HZQ�WU]�]ELRUX�

UR]ZL�]D��GRSXV]F]DOQ\FK�SRPQR*RQ\�VNDODUQLH�]�JUDGLHQWHP�IXQNFML�FHOX�GDMH�ZDUWR�ü�

XMHPQ���2]QDF]D�WR��ND*GH�SU]HVXQL
FLH�Z�REV]DU]H�GRSXV]F]DOQ\P�Z\ZRáD�]PQLHMV]HQLH�

ZDUWR�FL�IXQNFML�FHOX��3XQNW�*�MHVW�ZLHF�UR]ZL�]DQLHP�]DGDQLD�PDNV\PDOL]DFML�]�

ograniczeniami. 
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Zadanie 1 
:\NRU]\VWXM�F�DSOLNDFM
�([FHO�UR]ZL�*�SUREOHP�RSW\PDOL]DFML� 
Wyznacz minimum funkcji celu danej równaniem : 
 

 
przy ograniczeniach: 

 
6SRVyE�UR]ZL�]DQLD� 
 
��Otwórz arkusz Excel 
��Zapisz w odpowiednich komórkach: 
 

 A B C D 
1 Z= =B2^2-B2+B3^2-0.5*B3   
2 x1 0   
3 x2 1   
4 g1 =B2+B3-1 0  
5 g2 =-B2 0  
6 g3 =-B3 0  
7     
 
:�NRPyUNDFK�%��L�%��ZSLVDQR�SXQNW\�VWDUWRZH��0RJ��E\ü�GRZROQH��DOH�PXV]���QDOH*Hü�GR�

]ELRUX�UR]ZL�]D��GRSXVzczalny 
W komórce B1 jest zapisana funkcja celu. 
:�NRPyUNDFK�%���%���%��]DSLVDQH�V��OHZH�VWURQ\�QLHUyZQR�FL�RJUDQLF]DM�F\FK� 
:�NRPyUNDFK��&���&���&��]DSLVDQH�V��VWURQ\�SUDZH� 
 
��=�PHQX�1DU]
G]LD�Z\ELHU]�6ROYHU��� 

��Wybierz zadanie minimum 
��ZVND*�NROHMQR�X*\ZDM�c lewego  klawisza myszy : 
��NRPyUN
�]�IXQNFM��FHOX 
��komórki ze zmiennymi ( pozwól niech program je sam odgadnie)  
��GRGDM�NROHMQR�RJUDQLF]HQLD���ZVND]XM�F�RGSRZLHGQLH�NRPyUNL� 

��1DFL�QLM�5R]ZL�* 
��:\ELHU]�5DSRUW�Z\QLNyZ�L�ZFL�QLM�2. 
��Przeanalizuj wyniki, obejrzyj Raport wyników 
��:\NRQDM�V]NLF���Z�XNáDG]LH�ZVSyáU]
GQ\FK�[��[��QDU\VXM�RJUDQLF]HQLD�L�SXQNW�

UR]ZL�]XM�FH�]DGDQLH� 
 
 
 
 

,
2

)(min 22
21

2
1

x
xxxxf −+−=

,01)(g 211 ≤−+= xxx

,0)(g 12 ≤−= xx

.0)(g 23 ≤−= xx
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Zadanie 2 
:\NRU]\VWXM�F�DSOLNDFM
�([FHO�UR]ZL�*�SUREOHP�RSW\PDOL]DFML� 
Wyznacz minimum funkcji celu danej równaniem : 
 

 
przy ograniczeniach: 

 
 
Zadanie 3 
:\NRU]\VWXM�F�DSOLNDFM
�([FHO�UR]ZL�*�SUREOHP�RSW\PDOL]DFML� 
Wyznacz minimum funkcji celu danej równaniem : 
 

 
przy ograniczeniach: 

 
Zadanie 4 
:\NRU]\VWXM�F�SU]\NáDGRZH�]DGDQLH�SURJUDPRZDQLD�OLQLRZHJR�RSLVDQH�QL*HM�RNUH�O�IXQNFM
�

celu i�ZDUXQNL�RJUDQLF]DM�FH��D�QDVW
SQLH�UR]ZL�*�X*\ZDM�F�DSOLNDFML�([FHO�]DGDQLD�SRGREQH�

GR�SU]\NáDGRZHJR�R�GDQ\FK�]DSLVDQ\FK�Z�WU]HFK�tabelach pod rysunkiem. 
]DGDQLH�SU]\NáDGRZH 
3U]HSURZDG]LP\�RSW\PDOL]DFM
�]\VNX�GOD�]DNáDGX�SURGXNXM�FHJR�GZD�W\S\�Sá\W�SRGáRJowych. 
2E\GZD�W\S\�Z\PDJDM��]X*\FLD�MHGQDNRZHM�LOR�FL�GRVW
SQ\FK�EH]�RJUDQLF]H��WDNLFK�VXURZFyZ�MDN�ZRGD�SLDVHN��FHPHQW� 
7\S�,�MHVW�EDUZQ\�L�SRWU]HEQD�MHVW�SHZQD�LOR�ü�EDUZQLND�QD�MHJR�Z\SURGXNRZDQLH� 
=DNáDG�SURGXNF\MQ\�PD�RJUDQLF]RQ��LOR�ü�EDUZQLND�UyZQ����O��GRVW
SQ��LOR�ü�F]DVX�SUDF\�PDV]\Q�Z\QRV]�F�����JRG]LQ�L��

F]DVX�SUDF\�OXG]L��RNUH�ORQ��QD����JRG]LQ\� 
:LDGRPR��*H�Z\SURGXNRZDQLH���WRQ\�Sá\W�W\SX�,���NRORURZ\FK��Z\PDJD�� 
2 godzin pracy maszyn , 3 godzin pracy ludzkiej i 2 lit rów barwnika. 
WyprodukowanLH�WRQ\�Sá\W�W\SX�,,��Z\PDJD�QDWRPLDVW�� 
1 godzin pracy maszyn i 3 godzin pracy ludzkiej. 
=\VN�QD�WRQLH�Sá\W�W\SX�,�Z\QRVL���]á��D�QD�WRQLH�Sá\W�W\SX�,,���]á 
,QWHUHVXMH�QDV�]DSODQRZDQLH�SURGXNFML�PDNV\PDOL]XM�FH�]\VN� 

produkt  
VNáDGQLNL Sá\W\�W\S�, 

x1 
Sá\W\�W\S�,, 

x2 

 
ZLHONR�FL�GRVW
SQH 

maszyny 2 1 10 
praca ludzka 3 3 24 

barwnik 2 0 8 
zysk 3 2  

6IRUPXáXMP\�SUREOHP�Z�SRVWDFL�PDWHPDW\F]QHM��=QDOH(ü�PDNVLPXP�IXQNFML���OLQLRZHM� 

21 23 xxZ +=   

,23)(min 21 xxxf −−=

,032)(g 211 ≤−+= xxx

,02)(g 212 ≤−+= xxx

.0)(g 13 ≤−= xx

.0)(g 24 ≤−= xx

,0)(g 2
2
11 ≤−= xxx

,02)(g 212 ≤−+= xxx

,)1()2()(min 2
2

2
1 −+−= xxxf
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przy ograniczeniach : 

,0,0 21 ≥≥ xx   

102 21 ≤+ xx   

2433 21 ≤+ xx   

82 1 ≤x   
 
 

produkt  
VNáDGQLNL Sá\W\�W\S�, 

x1 
Sá\W\�W\S�,, 

x2 

 
ZLHONR�FL�GRVW
SQH 

maszyny 2 1 10 
praca ludzka 3 3 24 

barwnik 2 0 8 
zysk 3 2  

 
produkt  

VNáDGQLNL Sá\W\�W\S�, 
x1 

Sá\W\�W\S�,, 
x2 

 
ZLHONR�FL�GRVW
SQH 

maszyny 2 2 10 
praca ludzka 3 3 24 

barwnik 2 0 8 
zysk 3 2  

 
produkt  

VNáDGQLNL Sá\W\�W\S�, 
x1 

Sá\W\�W\S�,, 
x2 

 
ZLHONR�FL�GRVW
SQH 

maszyny 2 1 10 
praca ludzka 4 3 24 

barwnik 2 0 8 
zysk 3 2  

 
 

REV]DU�UR]ZL�]D��

dopuszczalnych 

x1 

x2 


