Belka na sprezystym podiozu Winklera (material uzupeiajacy do wyktadu z wytrzyma-
losci materiatow I, opr. Z. Wigck()wski)

Model Winklera jest najprostszym opisem zachowania sprezystego podtoza. Stosujac ten model pod-
toza, zaktada si¢, ze przemieszczenie dowolnego punktu powierzchni podtoza jest niezalezne od prze-
mieszczen innych jej punktow oraz, ze oddzialywanie podtoza w wybranym punkcie powierzchni jest
proporcjonalne do przemieszczenia. Intensywnos¢ oddzialywania podtoza ¢,, zebranego z szerokosci
podstawy belki, mozna zapisaé wzorem

q = ky, (1)

gdzie k jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci, zwanym sztywnoscig podioza (lub wspdtczynni-
kiem podloza), a y przemieszczeniem punktu powierzchni podioza. Uwzgledniajac w réwnaniu
czwartego rzedu linii ugigcia belki oddziatywanie podloza, otrzymujemy

(E‘] y,/)” =4 —dqr,

gdzie EJ jest sztywnoscia gigtna belki, y = y(x)) — funkcja ugigcia belki, ¢ — intensywnoscia ob-
ciazenia belki roztozonego w sposéb ciagty. Po uwzglednieniu w powyzszym réwnaniu zwiazku (]
i zalozeniu, ze sztywnoS$¢ gietna belki jest stata (£J = const), réwnanie linii ugigcia belki na poditozu
Winklera przyjmuje postac:

v q
Stosujac oznaczenie
— 4 k
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powyzsze rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci:
v 4 q
y ' +daty = i 2)

Rozwiazanie rownania (2) jest suma catki ogélnej 3y rownania jednorodnego oraz caltki szczegol-
nej y; rownania niejednorodnego. Rozwigzanie ogdélne réwnania jednorodnego ma postacé

Yo = €', 3)
gdzie r wyznacza si¢ wstawiajac (3) do rownania jednorodnego
! +datyy =0, “4)
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ktére jest spelnione dla dowolnej wartosci zmiennej x, co oznacza, ze r spetnia nastgpujace rownanie
algebraiczne:
rt +4a* = 0.

Pierwiastki tego réwnania mozna wyznaczy¢ stosujac nastgpujace przeksztalcenia algebraiczne:
rt4+dat = rt* 40 r? 4ot — 40 r? = (PP +20%)? — 40”1 = (r* + 207 + 2a 1) (r* + 2a° — 2ar),
co prowadzi do dwdéch réwnan kwadratowych

r? —2ar + 2a* =0, (5)
r? 4+ 2ar 4+ 2a% = 0. (6)



Wyr6znik obu réwnan jest ujemny i réwny —4a?, zatem oba maja rozwiazania zespolone. Pierwiastki
réwnania () sa réwne
e =axart,
natomiast réwnania (6)) —
T34 = —Q k ai.

Rozwiazanie ogdlne réwnania jednorodnego (4) ma zatem postaé
yo(z) = e* (Asinax + Beosax) + e ** (Csinax + D cos ax). (7)

Rozwiazanie szczegdlne réwnania niejednorodnego ma — w przypadku statego obcigzenia cia-

glego (¢ = const) — postaé
Y1 = %7

co fatwo sprawdzié przez podstawienie powyzszej zaleznos$ci do rownania.

Przyktad. Wyznaczy¢ funkcje ugigcia belki nieskoniczonej (o nieograniczonej dlugosci) obciazone;j
w punkcie z = 0 silg skupiong P. Wyznaczy¢ sily przekrojowe w belce. Belka ma stalg sztywnos¢
EJ, a sztywno$¢ podioza jest réwna k.

Z uwagi na symetri¢ uktadu wystarczy rozwazy¢ prawa czg$¢ belki, x > 0. Na osi symetrii
(w punkcie z = 0) kat ugiecia jest rOwny zeru, ponadto jest znana wartoS¢ sity poprzecznej — jest
ona réwna polowie sity P dziatajacej na osi symetrii uktadu. Oznacza to, ze na lewym korcu belki
warunki brzegowe maja postaé:

y'(0)=0 )
—EJy"(0) = —P/2. ©9)

Dwie stale catkowania w rozwigzaniu réwnania rézniczkowego mozna wyeliminowac, wykorzystujac
nastgpujace warunki zapisane w przypadku prawego korica belki:

lim y'(z) < M,

T—00

gdzie M i1 M> sa statymi o skoiczonych warto$ciach. Warunki te oznaczaja, ze ugigcia belki i katy
ugigcia nie moga osiggaé nieskonczonych wartoSci na prawym kornicu belki. Warunki te moga by¢
spetnione tylko w przypadku, gdy state catkowania A i B w réwnaniu (7)) sa rowne zeru z uwagi na
granice funkcji e*” przy x zmierzajacym do nieskoniczonosci.

Zatem funkcja ugigcia belki przyjmuje postaé

y(r) = e (Csinax + D cos ax),
a jej pierwsza pochodna jest rowna
y'(x) = —(C + D) ae™*" sinax + (C — D) ae™** cos az.
Wykorzystanie warunku (8 prowadzi do rownania
C=D,
co oznacza, ze druga i trzecia pochodne funkcji ugigcia maja postaci

y'(z) = 2Ca” e ** (sin ax — cos ax),

y"(z) = 4Ca® e cos ax.



Warunek (9) pozwala wyznaczy¢ stata C:

P

— 3:_ e
4E]Co*=~P[2 =  C=ga

Ostatecznie funkcje ugigcia belki oraz sit przekrojowych mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

P g
y(x) = S ET ¢ “* (sin ar + cos ax),
a
P
M _ - am
(x) 1o ¢ (—sinax + cos ax),
P
T(x) = ) e~ cosax.

Wykresy tych funkcji sg przedstawione ponizej.
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