Wprowadzenie

Konstrukcja pod wpltywem obciazenia odksztalca sig, a jej punkty doznaja
przemieszczen liniowych i1 katowych. Umiejgtno$¢ wyznaczania tych przemieszczen jest
konieczna przy sprawdzaniu warunku sztywno$ci (przemieszczenia nie moga przekraczaé
wartosci dopuszczalnych, okreslonych w normie stosownej do rodzaju konstrukcji).
Przyjmijmy zatozenie, ze rozwazamy ptaski uktad pretowy, a wigc osie wszystkich pretow
uktadu leza w jednej ptaszczyznie. W ptaszczyznie tej znajduje si¢ ponadto jedna z gtownych
centralnych osi bezwladno$ci kazdego przekroju poprzecznego preta oraz linie dziatania sit
obciazajacych uktad. Oznacza to, ze konstrukcja zginana jest w swojej ptaszczyznie. Zatozmy
rowniez, ze uktad wykonany jest z materialu liniowo-spr¢zystego, a rzeczywiste
przemieszczenia sg bardzo mate w pordwnaniu z wymiarami konstrukc;ji.

Do wyznaczania przemieszczen mozna zastosowaé zasadg pracy wirtualnej dla
uktadow pretowych, zgodnie z ktoéra praca obciazen wirtualnych na rzeczywistych
przemieszczeniach jest rdwna pracy wirtualnych sit przekrojowych na rzeczywistych

odksztaltceniach:
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gdzie

P - obciazenie wirtualne,

d - rzeczywiste przemieszczenie w punkcie przylozenia sity P,

M, N, T - sity przekrojowe odpowiadajace obciazeniu wirtualnemu,

M, N, T - sily przekrojowe odpowiadajace obciazeniu rzeczywistemu,

EI - sztywno$¢ zginania preta,

EA - sztywno$¢ $ciskania preta,

GA - sztywnos¢ $cinania preta,

K - wspolczynnik zalezny od ksztattu przekroju poprzecznego preta.

Przyjmijmy, ze w wybranym punkcie uktadu poszukujemy przemieszczenia
uogolnionego (liniowego badz katowego) 6. W punkcie tym przykladamy obciazenie
wirtualne w postaci jednostkowej sity uogélnionej P =1 (sity badz momentu stosownie do
poszukiwanego przemieszczenia), o kierunku poszukiwanego przemieszczenia. Po
podstawieniu otrzymamy
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Zapis ten przedstawia wzor Maxwella-Mohra. W konstrukcjach zlozonych z pretow

wiotkich (stosunek wysokosci przekroju poprzecznego prgta do jego dlugosci ?S%),

wplyw sil poprzecznych na wielko$¢ przemieszczen jest pomijalny. Wzor upraszcza si¢ do
postaci

Z powyzszego wzoru korzystamy gdy konstrukcja sktada si¢ z pretow zginanych oraz
z pretow dwuprzegubowych, w ktdrych nie dziataja momenty gnace i sity poprzeczne (rama



ze Sciagiem, rama ze skratowaniem). Wplyw sit podhuznych dzialajacych w pretach
zginanych na wielko$¢ przemieszczen jako maty mozna pomina€. Jezeli w uktadzie ramowym
nie wystepuja prety dwuprzegubowe, nieobciazone prostopadle do swojej osi, to obliczajac
przemieszczenia uwzgledniamy tylko pierwszy sktadnik w wyrazeniu podcatkowym.
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Dla pretéw o statej lub przedziatami statej sztywnosci zginania mianownik wyrazenia
podcalkowego przeniesiemy przed catke
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W takim przypadku mozna upro$ci¢ wyznaczenie przemieszczenia zastgpujac

catkowanie analityczne obliczeniami z wykorzystaniem wzoru Wereszczagina.

funkcja fix) - dowolna funkcja (np. funkcja o wykresie

y
C fx) krzywoliniowym, funkcja nieciagla w skonczonej liczbie
4 punktow)
funkcja g(x) - funkcja liniowa
X
Xc A - pole figury pod wykresem funkcji fix) w przedziale od 0
g(x) do!
y g(xc)=gc
C - $rodek cigzkosci figury pod wykresem funkcji fx) w
przedziale od 0 do /
xc¢ - odcigta srodka cigzkos$ci figury pod wykresem funkeji f(x)
X w przedziale od 0 do /
| l |
' ' g(xc)= gc - rzedna funkcji g(x) dla odcigtej x¢
Wzor Wereszczagina ma postac:
l
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0
Przyktad

Wyznaczy¢ skladowa pionowa przemieszczenia punktu B w ponizszym uktadzie.
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Zadanie rozwiazemy korzystajac ze wzoru Maxwella-Mohra
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obliczajac wartos$¢ catki analitycznie. Uktad nalezy obciazy¢ sita jednostkowa, przytozona w
punkcie B i majaca kierunek pionowy.
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W pierwszym przedziale (0<x</) funkcja momentu gnacego od obciazenia
jednostkowego jest nastepujaca: M (x) =—1-x =—x, natomiast funkcja momentu gnacego od
obciazenia rzeczywistego ma postac: M (x) =0.

W  drugim przedziale (/<x<2/) funkcja momentu gnacego od obcigzenia
jednostkowego jest taka jak w pierwszym przedziale, czyli: M (x)= —1-x=—x, natomiast
funkcja momentu gnacego od obciazenia rzeczywistego ma postac: M (x) =—P- (x -1 )
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To samo zadanie mozna rozwigza¢ korzystajac ze wzoru Wereszczagina. W tym celu
nalezy sporzadzi¢ wykresy momentow gnacych zaréwno od obciazenia jednostkowego, jak i
obciazenia rzeczywistego.
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Oba wykresy sa liniowe, a wigc warunek, zeby jedna z funkcji w wyrazeniu
podcatkowym byta liniowa jest spelniony.
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Korzystajac ze wzoru Wereszczagina otrzymujemy
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Wyznaczenie przemieszczenia drugim sposobem jest prostsze pod wzgledem
rachunkowym. Podziat trapezu w drugim przedziale wykresu momentéw M od obciazenia

jednostkowego na dwa trojkaty nie jest jedynym mozliwym podziatem. Wykres w postaci
trapezu mozemy przedstawi¢ jako sumg prostokata i trojkata.
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Wartos$¢ obliczonego przemieszczenia jest dodatnia. Oznacza to, ze sktadowa pionowa
przemieszczenia w punkcie B ma zwrot zgodny ze zwrotem sily jednostkowej P = 1, czyli
punkt B w kierunku pionowym przemieszcza si¢ do dotu.

Umiejgtno$¢ wyznaczania pola powierzchni 1 odcigtej srodka cigzkosci figur ptaskich,
takich jak prostokat, trojkat 1 parabola, jest nieodzowna przy stosowaniu sposobu
Wereszczagina do wyznaczania wartosci catek.
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Uwaga: w powyzsze] tabeli miejsce wystgpowania ekstremum paraboli oznaczone zostalo
czerwonym kolorem.
Przy wyznaczaniu przemieszczen uogdlnionych wazna jest tez umiejg¢tno$¢ doboru
obciazenia jednostkowego, co ilustruja ponizsze rysunki.
Przemieszczenia liniowe
e w celu wyznaczenia skltadowej pionowej przemieszczenia w wybranym punkcie
uktadu przyktadamy w tym punkcie site jednostkowa o kierunku pionowym
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e w celu wyznaczenia skltadowej poziomej przemieszczenia w wybranym punkcie
uktadu przykladamy w tym punkcie sitg jednostkowa o kierunku poziomym
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e w celu wyznaczenia zmiany odleglosci migdzy wybranymi punktami uktadu
przyktadamy w tych punktach sity jednostkowe o kierunku prostej, przechodzace;j
przez te punkty i o przeciwnych zwrotach




e w celu wyznaczenia rozsunigcia okladek teleskopu przykladamy z jego obu stron sity
jednostkowe o kierunku réwnolegtym do oktadek i o przeciwnych zwrotach
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Przemieszczenia katowe
e w celu wyznaczenia przemieszczenia katowego w wybranym punkcie uktadu
przyktadamy w tym punkcie jednostkowy moment
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e w celu wyznaczenia zmiany kata migdzy pretami uktadu polaczonymi przegubowo,
przyktadamy do obu pretéw w tym punkcie dwa jednostkowe momenty o przeciwnych
zwrotach
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Zwroty uogolnionych sit jednostkowych mozna przyja¢ dowolnie. Znak dodatni
obliczonego przemieszczenia §wiadczy o tym, ze zwrot przemieszczenia jest zgodny ze
zwrotem jednostkowego obciazenia, natomiast znak ujemny informuje nas, ze zwrot
przemieszczenia jest przeciwny do zwrotu jednostkowego obciazenia.



