Przyklad 10.4. Luk ze Sciagiem, obciazenie styczne.

Rysunek przedstawia luk trojprzegubowy, kotowy, ze S$ciagiem. Luk obciazony jest
obciazeniem stycznym do tuku, o statej gestosci q na jednostke dlugosci tuku (taki efekt na
fragmentach tuku, oprocz parcia i ssania, daje wiatr lub optywajaca ciecz). Narysowaé
wykresy momentow gnacych, sit normalnych i sit tnacych w kazdym punkcie osi tuku.
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Rysunek 10.4.1. Luk tréjprzegubowy, kotowy, ze §ciagiem. Wymiary, obciazenie,
oznaczenia. Uwaga! Obcigzenie przytozone jest wzdtuz osi tuku. Na rysunku jest ono
odsunigte od osi jedynie dla uniknigcia niejednoznacznos$ci rysunku.

Rozwiazanie.

Analiza obciazenia

Obciazenie przedstawione na rysunku to obciazenie réwnomierne ,,na jednostke diugosci
tuku”. Obie sktadowe wektora wypadkowej elementarnej sa (w polozeniu ogdlnym) rézne od
zera. Aby je obliczy¢, zauwazmy ze wypadkowa jest styczna do tuku a wigc wspotliniowa z
wektorem jednostkowym z. Wspotrzedne wektora 7 to cosinusy katow jaki ten wektor tworzy
z osiami Ox 1 Oy (odpowiednio). Znane sa zawsze wspotrzedne wektora n. Poniewaz 7 jest
prostopadly do n, zauwazmy, zZe:

5 jcosa . cosl@+7/2)| [-sina (1
~ |sina - sin(a +77/2) | cosa

Wypadkowa elementarna wyraza si¢ wzorami:

dQ = qdl 2)
40 = qdi 7 = qdl Tl I —sina|  |-dlsina| |-gdx

—1 —1 T, —1 cosa —1 dicosa | qdy )
Rozumowanie zapisane w rownaniu (3) oznacza, ze roztozono obciazenie styczne
przypadajace na jednostke dlugosci tuku na dwie sktadowe: pozioma -gdx i pionowa gdy o tej

samej gestosci g ale przypadajace na jednostke rzutu elementu tuku na o$§ pozioma i pionowa.
W ten sposob sprowadzono obcigzenie do elementarnego przypadku podobnego do tego z



zadania 10.3. Ilustruje to rysunek 10.4.2. Od tej chwili mozna rozwiaza¢ zadanie 10.4
wzorujac si¢ $cisle na zadaniu 10.3. Dla tukéw niekotowych (parabola, elipsa) jest to sposob
zalecany. Trzeba przy tym pamigtaé, ze obciazenie zastepcze przytozone jest w punktach osi
tluku (jest to zaznaczone na rysunku 10.4.3)!. Jednak dla tukow kotowych tatwiej bedzie
wykorzysta¢ prosta geometri¢ luku i rozwigza¢ zadanie nie korzystajac z powyzszego
rozktadu.

Rysunek 10.4.2. Infinitezymalny wycinek tuku obciazonego stycznie. Ilustracja wzoru (3),
objasnienia w tekscie.
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Rysunek 10.4.3. Na rysunku zaznaczono uktady wspotrzednych, przyjete zwroty reakcji oraz
katy uzywane w obliczeniach.

Obliczenie reakcji

Kierunki i zwroty wektoréw sil zatozone sa wstgpnie jak na rysunku 10.4.3, w rownaniach
ponizej wystepuja tylko ich dlugosci. Reakcje obliczymy spostrzegajac, ze bardzo tatwo
zapisa¢ sumg momentéw dla catego uktadu wzgledem s$rodka okrggu (mozna tg reakcje
obliczy¢ z sumy momentow wzgledem punktu A ale wtedy trzeba obliczy¢ dtuzsza catke):



T (5)
V,R+VsR~[qRRdo.=0
0

Prowadzi to do rOwnania:

V,R+VzR-mgR*> =0 (6)
Suma rzutéw na o$ pionowa:
T (7)
Vy-Vs—[qRdocosa =0
0
oczywiscie, catka z rzutu wypadkowej q na o$ pionowa jest rOwna zeru:
Rozwiazanie uktadu rownan (7) 1 (8):
9
V, =V, =qu:1.570796qR ©)
Suma rzutéw na o$ pozioma dla catego uktadu:
(10)

H , —J.quocsinoc=O = H,=2qR
0

Aby obliczy¢ warto$¢ S sity w §ciagu przecinamy myslowo tuk w przegubie C i zapisujemy
sum¢ momentow wzgledem C dla czg$ci prawej (ilustracja geometryczna zapisu catki w (11) 1
w (12) pokazana jest na rysunku 10.4.3):

n/2 (11)
—S(R—Rﬂ)—VBRJr j gRdo.(R—Rsina)=0 = 8§=-— 2R =3.4142¢R
2 . J2-2

Pret DE jest wigc $ciskany. Dla sprawdzenia napiszemy sumg momentow wzgledem punktu
C dla czgsci lewey:

n/2 (12)
HAR—VAR+S(R—Rf)+ j quO{R—RCOS(OL—;EJ]:O =0=0
0

Zapisanie rownan sil wewnetrznych

Wprowadzmy o$ normalng i styczng w dowolnym przekroju m wyznaczonym punktem P na
osi tuku. Osie te (na Rysunku 10.4.3 oznaczono je symbolami 7 1 7) skierowane sa pod katem
a, ktory zostal wybrany jako zmienna niezalezna.

Sil¢ normalng i1 tnaca bgdziemy obliczali jako rzuty na o$ styczna 7 (tnaca - odpowiednio na
o$ normalna n) wypadkowej wszystkich sit po prawej stronie przekroju 7w, zredukowanej do
punktu P (P jest biegunem redukcji).

Moment gnacy wyznaczymy jako moment wszystkich sil po prawej stronie przekroju P,
otrzymany przy ich redukcji do punktu P (moment jest obliczony wzgledem tego punktu).



Zapis rownan dla sil normalnych i tnacych

Réwnanie (13,14) jest zapisem rzutu reakcji Vg 1 sumy rzutow (catki) wszystkich
elementarnych wypadkowych dQ=gRdp pomigdzy zerem (punkt B) a wartoscia biezaca
zmiennej niezaleznej o - na 0$ normalna 7 (sity tnace T) styczna 7 (sity normalne). Dla sity
tnacej przyjeto znak ,,+” gdy jej rzut jest skierowany z lewej strony przekroju od dotu do gory
lub z prawej od goéry do dotu. Znak ,,—,, w sytuacji odwrotnej . Sita normalna ma znak ,,+” dla
sity rozciagajacej czyli wtedy, gdy rzut jest skierowany ,,0d” przekroju, znak ,,-” gdy rzut jest
skierowany ,,do” przekroju czyli dla sily $ciskajacej

a 13

TBE((x): Vg sinoc—J.sin(oc—(p)qu(p (1

0
Nge(a)=V, cosoc—fcos(oc—cp)qucp (14)

0

Po obliczeniu catek otrzymuje sig:
1 : (15)
TBE(OL)Z EqR(nsmoc +2cosa —2)

(16)

Ny (a)= ;qR(ncosoc ~2sina)

Jesli kat o jest wigkszy niz 45°, sita w §ciagu pojawia si¢ na prawo od przekroju w ktorym
obliczamy sily wewngtrzne, wobec tego musi by¢ wzigta pod uwage:

a 17
Tpp(a) =V, sina—fsin(a—cp)qucp—Scosoc (4
0

Ngplo) =V, cosa— jcos(oc —@)gRdo + Ssina (18)
0

Po obliczeniu catek otrzymuje sig:

TED(“)=2éR_2 (n(ﬁ—Z)sinoc+2ﬁcosoc—2«/§+4) (19)

Ngp (a) = Z%(n(ﬁ - 2)cos o +2+/2 sin a) (20)

Gdy kat a przekroczy 135°, sita w §ciagu pojawia si¢ ponownie na prawo od przekroju w
ktérym obliczamy sity wewngtrzne. W rezultacie jej wptyw na sity wewngtrzne zredukuje sig:

; 21)
Ty, (a)=V, sinoc—jsin(oc—(p)qu(p—Scosoc—i-Scosoc
0

a 22
Np,(a)=7, cosoc—_[cos(oc—(p)qu(p+Ssina—Ssina 22
0

Wyrazenia dla tej czesci tuku sa takie same jak na odcinku poczatkowym:



| (23)
T, (a)= 5qR(nsinoc+2cosoc—2)

NDA(oc)ziqR(ncosoc—Zsinoc) (24)

Podsumowujac, zapiszemy tnace i normalne w trzech przedziatach:

Tpela) dla 0<a<m/4

T(a)=1Typ(0) dla n/4<a<3n/4
Tpla) dla 3m/4<a<m
Ny(a) dla 0<a<m/4
N(OL)= NED(OL) dla n/4<a<3n/4 (26)
Np, (o) dla 3n/4<oa<m

(25)

Zapis rownania dla momentu gnacego

Moment wszystkich sit na prawo od P obliczony wzgledem P zapisuje si¢ nastepujaco (znaki
dodatnie gdy rozciagane sa dolne widkna tuku):

a 27
M gz (0) ==V, (R - Rcosa +_[ R — R cos(o— ¢))gRdo 7
0

po prostych przeksztatceniach otrzymuje sig:

MBE(a):;qu(ncosa—n+2(x—2sinoc) (28)

Moment wszystkich sit na lewo od punktu E zawiera dodatkowo sit¢ S dzialajaca w $ciagu:

(29)

M gzp (o) ==V (R~ Rcosa)+ [(R - Rcos(a — ¢))gRdp + SRsin o

O —Q

po prostych przeksztalceniach otrzymuje si¢:

212

Gdy kat a przekroczy 135°, sita w §ciagu pojawia si¢ ponownie na prawo od przekroju w
ktérym obliczamy sity wewngtrzne. W rezultacie jej wptyw na sity wewngtrzne zredukuje sig:

(1)

M g (o) = 7—)(( \F+2)COSOL+\F( Zsina+2a)—4a+n(_ﬁ+2)+2ﬁ) (30)

MDA(OL)=—V R Rcosa +J.R Rcosoc (p))qu(p+SRsma SRsina
0

po prostych przeksztalceniach otrzymuje sig:

MDA(oc)z;qu(ncosa—n+2a—2sina) (32)

Zestawienie wzorow dla trzech odcinkow tuku podano ponizej:



My(a) dla 0<a<m/4
M(a)={Mp(a) dla n/4<o<3n/4
My, (o) dla 3n/4<o<m

(33)

Wykresy sil wewnetrznych

Wykresy sil wewngtrznych przedstawione jako ,,narysowane na osi tuku” zebrano na rysunku
10.4.4:

a.
0.5964 a == 2.8178 qR
-1.817 4036 qR
1.5708 qR
-1.5708 aR
b.
-1.0324 qR?
-0.3818 qR*
c.

Rysunek 10.4.4. Wykres sit tnacych (a), normalnych (b) i momentoéw zginajacych (c).
Wartosci dodatnie sit wewngtrznych na zewnatrz osi tuku. Wykres momentéw jest
wykreslony po stronie wtokien rozciaganych. Linia ciemna pogrubiona to o$ tuku, linia
czerwona (szara na rysunku czarno-bialym) to wykres. Przyjeto q=1, L=1. Warto$ci mozna
odczytaé z rysunku 10.4.5.



Te same wykresy pokazane jako funkcje kata a;odmierzanego od A do B 1 odlozonego na osi
poziomej przedstawia rysunek 10.4.5:
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c.

Rysunek 10.4.5. Wykres sit tnacych (a), normalnych (b) i momentéw zginajacych (c).
Warto$ci dodatnie sit wewngtrznych na zewnatrz osi tuku. Wykres momentow jest
wykres$lony po stronie wtokien rozciaganych. Linia jasniejsza (zielona) to o$ tuku, linia
czerwona (szara na rysunku czarno-biatym) to wykres. Przyjeto q=1, R=1. Uwaga! Kat a, jest
odmierzany od podpory A do podpory B (wystarczy zastapi¢ we wszystkich wzorach
wynikowych kat a katem -o+m). Dzigki temu warto$ci na wykresie dotycza punktu na tuku,
ktorego rzut na o§ pozioma wypada w punkcie o;.
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