Przyklad 9.5. Obliczenie sily krytycznej metodg energetyczng

Wyznaczy¢ przyblizona warto$¢ krytyczna sily P obciazajacej osiowo stup o liniowo
zmiennym przekroju poprzecznym. Stup jest podparty przegubowo na obu koncach jednak w
ptaszczyznie xz dodatkowa podpora w potowie wysokosci blokuje mozliwos$¢ przesuwu w
kierunku z (rézne schematy statyczne w dwu réznych plaszczyznach czgsto wystepuja w
praktyce). Dana jest wysoko$¢ L stupa, jego szerokos¢ w srodku wysokosci Ay oraz stata
grubo$¢ b. Szkic stupa z przyjetym uktadem wspotrzednych przedstawiony jest na rysunku 1.
Modut Younga jest staly i rowny E. Mozna przyja¢ w oszacowaniu koncowym sity
krytycznej, ze b=hy

L2 L2

h(x
2| L hA(= ]zc L2

>
>

Rys. 1. Pret o liniowo zmiennej szerokos$ci przekroju.
Rozwiazanie zadania 5.

Zauwazmy przede wszystkim, ze zmienny przekréj spowoduje zmienny moment
bezwladno$ci, ktoéry pojawia si¢ w rownaniu roézniczkowym osi ugigtej preta. Zaleznos$é
momentu bezwladnosci od wspoOhrzednej x zostanie ustalona ponizej. Kazdy przekroj
poprzeczny jest prostokatem o bokach b oraz i(x). Wobec tego:
J,= h(x)b’ - h(x)b
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Wysoko$¢ przekroju jest funkcja przedziatami liniowa zmiennej x:
2(h0—hA)h0x
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h,+ dla x<L/2

J(x)= ) 2)
—hA+2hO—M dla x>L/2

Zmienno$¢ momentdw bezwladnos$ci zapisa¢ mozna wzorami:
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1[)2(}1/,—%2(]10_;‘4)}10)6) dla x<L/2
J.(x)= A (31)
b(h—hA+2h0—°Aj dla x>L/2
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i’z[hﬁWj dla x<L/2
J ()= (32)
y 3 _
fz(—hA+2h0—2(h°LhA)x) dla x>L/2

Dla prgta o zmiennym przekroju, znalezienie sity krytycznej z warunku istnienia niezerowego
rozwigzania rownania rozniczkowego osi ugictej stupa moze si¢ okaza¢ skomplikowane.
Roéwnanie rozniczkowe osi ugigtej zapisuje si¢ w obu przedziatach zmienno$ci przekroju
nastepujaco (dla przyktadu zapisano jedynie rownanie dla ugigcia w ptaszczyznie xy):
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)XJ V' (x)+ B2 y(x)=0 dla x>L/2

1b2[—hA+2h0—
Rozwiazanie réwnania (4), (nawet dla liniowo zmiennego przekroju) jest trudne. Aby ominaé
te trudno$¢ zastosujemy metodg energetyczna. Zgodnie z ta metoda najlepszym przyblizeniem
sily krytycznej bedzie:
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We wzorze (5) v(x) nalezy do pewnej rodziny funkcji kinematycznie dopuszczalnych V, to
znaczy takich, ktore speiniaja warunki zamocowania i sa ciagte. Aby wzor (5) mogl by¢
zastosowany funkcja v(x) powinna by¢ dwukrotnie rdzniczkowalna i obie te pochodne musza
by¢ catkowalne w kwadracie. Minimum osiaga si¢ dla funkcji v(x)=y(x), ktora jest
rozwigzaniem zagadnienia wyboczenia. Nie zawsze jednak uda si¢ tak zdefiniowa¢ rodzing
funkcji probnych V, aby rozwiazanie (nieznane!) do niej nalezato. Nalezy si¢ stara¢, aby byt
to zbior funkcji spetniajacy mozliwie duzo znanych warunkéw. W rozwiazaniu tego zadania
przyjmiemy taka funkcjg, ktora jest kinematycznie 1 dodatkowo spetnia statyczne warunki
brzegowe:
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M:(0)=0, M(L)=0 (6)

My(0)=0, My(L)=0 (7)
(momenty w przegubach podporowych sa rowne zeru, indeksy , 1 . oznaczaja odpowiednio
rzuty wektora momentu na o§ y i z).
Kinematyczne warunki wymienione sa ponizej (zerowanie si¢ ugie¢ na podporach):

¥(0)=0, y(L)=0 (8)

2(0)=0, z(L/2)=0, z(L)=0 9)
Funkcja y(x) taka, Ze jej druga pochodna przyjmuje wartosci zerowe na podporach moze by¢
znaleziona w nastgpujacy sposob (ograniczajac si¢ do wielomianow w wyborze postaci
funkc;ji):

y"(x)=ax(L-x) jest proporcjonalna do momentu (a jest wspdtczynnikiem proporcjonalnosci) i
zeruje si¢ w przegubach belki.
Dwukrotnie catkujac otrzymujemy:
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A oraz B wyznaczymy z warunkow (8) otrzymujac wynik (11):

y(0)=0 - B=0
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(L)=0 . —IL—2+%+Ax=O . A=L"/12.
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v (X)=a(—3+2—12j Y'(x)=ax(L-x) (12)

Funkcja z(x) taka, ze jej druga pochodna przyjmuje wartosci zerowe w przegubach za$ sama
funkcja — wartosci zerowe na trzech podporach moze by¢ trudna do znalezienia wsrdd
wielomianéw, latwo natomiast wskaza¢ przyktad takiej funkcji ws$rdd funkcji
trygonometrycznych:
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Rysunek 2. Wykresy przyblizonych linii ugigcia stupa podczas wyboczenia oraz ich drugich
pochodnych. Sa one zdefiniowane wzorami (11), (12,) oraz (13;) 1 (133)

Poniewaz przyjete funkcje przyblizajace linig ugigcia sa catkowicie zdefiniowane (mnoznik a
wystepuje zardwno w liczniku jak i w mianowniku i ulega redukcji ), wzor (5) sprowadza si¢
do postaci (14;) 1 (14,):
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Nalezy teraz wstawi¢ do wzoru (14,) wyrazenia (3) oraz pochodne funkcji (13). Silg
krytyczna w plaszczyznie Xy otrzymuje si¢ po krotkich i elementarnych obliczeniach:
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Pozostaje wstawi¢ do wzoru (14;) wyrazenia (3) oraz pochodne funkcji (10). W ptaszczyznie
xz otrzymuje si¢ po elementarnych rachunkach:
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Jesli przyja¢ b=hg za§ ha=h¢/3 to:
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P, mln(Q,yX,g,Z*)—mln[z 1932E’Z° 04466EhL j 0.4466EhL°2

Cwiczenie samodzielne
sprawdzi¢, ze dla przyjgtej rowniez w formie trygonometrycznej funkcji y(x): y(x)=sin(mx/L)
otrzyma sig:

3
P *=0459E" hg
L

Jest to wigc gorsze przyblizenie sity krytycznej niz otrzymane poprzednio gdyz jest od niej
wigksza (zobacz — wzor (5))!



