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Zadanie

Metodami rachunku wariacyjnego wyznaczy¢ taka linie y = f(x), aby staczajacy sie
po niej ciezki punkt z punktu A = (—5,9) do punktu B = (7,8) odbyt! te podr6z w mozli-
wie najkrotszym czasie.

Rozwiazanie

Zadanie to jest klasycznym zadaniem z rachunku wariacyjnego postawionym przez
Jakuba Bernoulliego w roku 1696 znanym w literaturze jako zadanie o brachistochronie.
Nazwa pochodzi od ztozenia greckich stow brachistos — najkrotszy i chronos — czas. Posta-
wiony problem rozwiazali bracia Bernoulli (niezaleznie od siebie), Newton i L'Hospital.
Jak sie dalej okaze brachistochrona jest cykloida lezacag w pionowej plaszczyznie prze-
chodzacej przez podane punkty. [2]

Bez straty ogolnosci przyjmijmy, ze A — A’ = [0,0] oraz B — B’ = [12, —1]




Krzywa przechodzaca przez punkty A’ i B’ jest okreSlona réwnaniem jawnym y = y(x),
0 <z < 9, gdzie o = 12. 7 zasady zachowania energii wiemy, ze

va

= mgy
i stad mamy

v=1/2gy,
gdzie

— wysokos¢ na ktorej znajduje sie punkt materialny,
— wartos¢ predkosci w danej chwili czasu,

przyspieszenie ziemskie,

S e = ow
|

— masa ciala.

Dtugos¢ wektora predkosci wyraza sie wzorem

= () + ()

a po zamianie zmiennych otrzymujemy

Uwzgledniajac zasade zachowania energii

1+ (d—y>2

dt = +——7 dz.
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Wowcezas calkowity czas ruchu ciata z potozenia A” = [0,0] w polozenie B’ = [z1,11] =

[12, —1] bedzie wyrazony
T8 =1/ /I—V”y'zd ()
y prm— —_— €Z.
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By znalezé rownanie krzywej dla ktorej funkcjonat okreslony wzorem (1) przyjmuje
warto$¢ minimalng skorzystamy z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 1 Warunkiem koniecznym tego, aby funkcjonal

b

Jlyl = /F(ar, y,y')dz, (2)

a

okreslony w zbiorze funkcjiy = y(z), a < x < b, majgcych ciggly pochodng i spetniajgcych
warunkiy(a) = A, y(b) = B, osiggat dla danej funkcji y(x) ekstremum, jest, aby ta funkcja

spetniata rownanie Fulera

d
Fy= = Fy =0, (3)



Ponadto

Definicja 1 Linie, dla ktdrej funkcjonal przybiera wartosé (lokalnie) najmniejszq lub nagj-
wiekszq nazywa sie linig ekstremalng (ekstremalg).

W rozwazanym zadaniu funkcjonal J[y| nie zawiera argumentu z i wyrazenie pod-

catkowe jest zapisane w formie F' = F(y,y’). Skorzysta¢ mozna z nastepujacej wtasnosci.

Wilasno$é 1 Jezeli catka okreslona wzorem (2) nie zalezy jawnie od zmiennej x mozemy
zamiast rownania FEulera zastosowaé tozsamosé Beltramiego

F—yF,=C, CEeR. (4)

Korzystajac z (4) dla (1)

9 /9
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a po uproszczeniu dostajemy

1
— = C4/2g,
y(1+y7)
y(l+y?) = G, CieR,
Yy = 1 + y/2 .
Przyjmijmy teraz
y = ctgt.
Wtedy
Ch
y(t) = 7(1 — cos 2t), (5)
stad
d 2C sint tdt
dr = _g// _ S Smreos = 20 sin® tdt,
Y ctgt
a wiec
Csin 2t C
z(t) = /01(1 — cos 2t)dt = Cyt — % + Oy = ?1(275 — sin 2t) + Cs. (6)
Jezeli w rownaniach (5) i (6) skorzystamy z warunku brzegowego, ze A’ = |[0,0],

to otrzymamy rownanie parametryczne krzywej spadku najkrotszego czasu w postaci

x(t) = Z(2t —sin2t)
{y(t) = %(1—005275). (7)

Rownanie to jest réwnaniem ekstremali nazywanej cykloida. Jest to krzywa jaka opisuje
tor punktu lezacego na obwodzie kota, ktore toczy sie bez poslizgu na prostej. Wielkosé
% oznacza promien tego kota.



Stala C) dla rozwazanego zadania wyznaczymy z warunku, ze B’ = [12, —1]

12 = %(Qt—sin%)
-1 = F(1 —cos2t).

Wowczas C; = —3,9361, a czas spadku z krzywe]j opisanej rownaniem (7) od punktu A’
do punktu B’ wynosi t, = 2,6133([s].

Ostatecznie rownania parametryczne ruchu po brachistochronie o poczatku w punkcie
A i koricu w punkcie B maja postac

z(t) = 3’9561 (2t —sin2t) — 5 )
y(t) = —2LL(1 —cos2t) +9
dlat=0...¢,.

Dla ruchu po prostej o rownaniu y(x) = —%:Bjt % od punktu A do punktu B czas ten
wynosi ts, = 5, 43[s]. Rownania parametryczne ruchu po takiej rowni pochytej przyjmuja
postac

6
r(t) = &2 -5 (9)
ye(t) = —5%t*+9
dlat=0...t,,.

t1=22131

Za pomoca programu Maple znaleziono stata C z (7) oraz wykonano animacje wyko-
rzystujac rownania (8) i (9). Patrz: plik brachistochronal.muw.
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