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Zadanie

Metodami rachunku wariacyjnego wyznaczy¢ tak¡ lini¦ y = f(x), aby staczaj¡cy si¦
po niej ci¦»ki punkt z punktu A = (−5, 9) do punktu B = (7, 8) odbyª t¦ podró» w mo»li-
wie najkrótszym czasie.

Rozwi¡zanie

Zadanie to jest klasycznym zadaniem z rachunku wariacyjnego postawionym przez
Jakuba Bernoulliego w roku 1696 znanym w literaturze jako zadanie o brachistochronie.
Nazwa pochodzi od zªo»enia greckich sªów brachistos � najkrótszy i chronos � czas. Posta-
wiony problem rozwi¡zali bracia Bernoulli (niezale»nie od siebie), Newton i L'Hospital.
Jak si¦ dalej oka»e brachistochrona jest cykloid¡ le»¡c¡ w pionowej pªaszczy¹nie prze-
chodz¡cej przez podane punkty. [2]

Bez straty ogólno±ci przyjmijmy, »e A→ A′ = [0, 0] oraz B → B′ = [12,−1]
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Krzywa przechodz¡ca przez punkty A′ i B′ jest okre±lona równaniem jawnym y = y(x),
0 ≤ x ≤ x2, gdzie x2 = 12. Z zasady zachowania energii wiemy, »e

mv2

2
= mgy

i st¡d mamy
v =

√
2gy,

gdzie

y − wysoko±¢ na której znajduje si¦ punkt materialny,

v − warto±¢ pr¦dko±ci w danej chwili czasu,

g − przyspieszenie ziemskie,

m − masa ciaªa.

Dªugo±¢ wektora pr¦dko±ci wyra»a si¦ wzorem

v(t) =

√(dx
dt

)2
+
(dy
dt

)2
,

a po zamianie zmiennych otrzymujemy

v(t)dt =

√
1 +

(dy
dx

)2
dx.

Uwzgl¦dniaj¡c zasad¦ zachowania energii

dt =

√
1 +

(
dy
dx

)2
√
2gy

dx.

Wówczas caªkowity czas ruchu ciaªa z poªo»enia A′ = [0, 0] w poªo»enie B′ = [x1, y1] =
[12,−1] b¦dzie wyra»ony

J [y] =

√
1

2g

x1∫
0

√
1 + y′2

√
y

dx. (1)

By znale¹¢ równanie krzywej dla której funkcjonaª okre±lony wzorem (1) przyjmuje
warto±¢ minimaln¡ skorzystamy z poni»szego twierdzenia.

Twierdzenie 1 Warunkiem koniecznym tego, aby funkcjonaª

J [y] =

b∫
a

F (x, y, y′)dx, (2)

okre±lony w zbiorze funkcji y = y(x), a ≤ x ≤ b, maj¡cych ci¡gª¡ pochodn¡ i speªniaj¡cych
warunki y(a) = A, y(b) = B, osi¡gaª dla danej funkcji y(x) ekstremum, jest, aby ta funkcja
speªniaªa równanie Eulera

Fy −
d

dx
Fy′ = 0. (3)
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Ponadto

De�nicja 1 Lini¦, dla której funkcjonaª przybiera warto±¢ (lokalnie) najmniejsz¡ lub naj-
wi¦ksz¡ nazywa si¦ lini¡ ekstremaln¡ (ekstremal¡).

W rozwa»anym zadaniu funkcjonaª J [y] nie zawiera argumentu x i wyra»enie pod-
caªkowe jest zapisane w formie F = F (y, y′). Skorzysta¢ mo»na z nast¦puj¡cej wªasno±ci.

Wªasno±¢ 1 Je»eli caªka okre±lona wzorem (2) nie zale»y jawnie od zmiennej x mo»emy
zamiast równania Eulera zastosowa¢ to»samo±¢ Beltramiego

F − y′Fy′ = C, C ∈ R. (4)

Korzystaj¡c z (4) dla (1)√
1 + y′2

√
y

− y
′2√

y(1 + y′2)
= C

√
2g, C ∈ R,

a po uproszczeniu dostajemy

1√
y(1 + y′2)

= C
√

2g,

y(1 + y
′2) = C1, C1 ∈ R,

y =
C1

1 + y′2
.

Przyjmijmy teraz
y′ = ctg t.

Wtedy

y(t) =
C1

2
(1− cos 2t), (5)

st¡d

dx =
dy

y′
=

2C1 sin t cos tdt

ctg t
= 2C1 sin

2 tdt,

a wi¦c

x(t) =

∫
C1(1− cos 2t)dt = C1t−

C1 sin 2t

2
+ C2 =

C1

2
(2t− sin 2t) + C2. (6)

Je»eli w równaniach (5) i (6) skorzystamy z warunku brzegowego, »e A′ = [0, 0],
to otrzymamy równanie parametryczne krzywej spadku najkrótszego czasu w postaci{

x(t) = C1

2
(2t− sin 2t)

y(t) = C1

2
(1− cos 2t).

(7)

Równanie to jest równaniem ekstremali nazywanej cykloid¡. Jest to krzywa jak¡ opisuje
tor punktu le»¡cego na obwodzie koªa, które toczy si¦ bez po±lizgu na prostej. Wielko±¢
C1

2
oznacza promie« tego koªa.
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Staª¡ C1 dla rozwa»anego zadania wyznaczymy z warunku, »e B′ = [12,−1]{
12 = C1

2
(2t− sin 2t)

−1 = C1

2
(1− cos 2t).

Wówczas C1 = −3, 9361, a czas spadku z krzywej opisanej równaniem (7) od punktu A′

do punktu B′ wynosi ts1 = 2, 6133[s].
Ostatecznie równania parametryczne ruchu po brachistochronie o pocz¡tku w punkcie

A i ko«cu w punkcie B maj¡ posta¢{
x(t) = 3,9361

2
(2t− sin 2t)− 5

y(t) = −3,9361
2

(1− cos 2t) + 9
(8)

dla t = 0 . . . ts1 .

Dla ruchu po prostej o równaniu y(x) = − 1
12
x+ 103

12
od punktu A do punktu B czas ten

wynosi ts2 = 5, 43[s]. Równania parametryczne ruchu po takiej równi pochyªej przyjmuj¡
posta¢ {

xr(t) = 6g
145

t2 − 5
yr(t) = − g

290
t2 + 9

(9)

dla t = 0 . . . ts2 .

Za pomoc¡ programu Maple znaleziono staª¡ C1 z (7) oraz wykonano animacje wyko-
rzystuj¡c równania (8) i (9). Patrz: plik brachistochrona1.mw.
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