
Teoria spr¦»ysto±ci i plastyczno±ci - arkusz X

Korzystaj¡c z wiadomo±ci z wykªadu oraz doª¡czonego rozwi¡zanego przykªadowego
zadania, wykorzystuj¡c pakiet MAPLE, starannie opracuj poni»sze zadanie.

Zadanie
Wyznacz rozwi¡zanie dokªadne, a nast¦pnie rozwi¡» za pomoc¡ metody Ritz'a wykorzys-
tuj¡c twierdzenie o minimum energii potencjalnej zagadnienie belki zginanej (równanie
osi ugi¦cia) pokazanej na rysunku.

Porównaj na wykresach odpowiadaj¡ce rozwi¡zaniu dokªadnemu i przybli»onemu:

1. ugi¦cia,

2. k¡ty obrotu,

3. momenty zginaj¡ce,

4. siªy tn¡ce.

Przyjmij nast¦puj¡ce dane:
E = 2, 1 · 1011[ N

m2 ], l = 4[m], qa = 1[N
m

], qb = 3[N
m

], Jz = 1
12
h3, h = 3.

Wskazówki merytoryczne

Rozwi¡zanie dokªadne yd(x) wyznaczymy z równania ró»niczkowego

EJ
(∂4yd(x)

∂x4

)
= qa +

x(qb − qa)
l

. (1)

Rozwi¡zania przybli»onego yp(x) poszukujemy w klasie funkcji speªniaj¡cych kine-
matyczne warunki brzegowe

yp(x) = a1 sin
(πx
l

)
+ a2 sin

(
2
πx

l

)
+ a3 sin

(
3
πx

l

)
+ a4 sin

(
4
πx

l

)
(2)
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Funkcjonaª energii potencjalnej dla belki zginanej ma posta¢

Π =

∫ l

0

[
EJ

2

(d2y

dx2

)2

− q(x)y(x)

]
dx. (3)

Przy jakiej ilo±ci staªych a1, a2, . . . rozwi¡zanie przybli»one jest najbli»sze rozwi¡zaniu
dokªadnemu?
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Zadanie przykªadowe z rozwi¡zaniem
Korzystaj¡c z metody Ritza i twierdzenia o minimum energii potencjalnej wyznacz o±
ugi¦cia belki.

Zaªó»my funkcj¦, speªniaj¡c¡ warunki brzegowe y(0) = 0, y(l) = 0 w postaci

y(x) = a1x(l − x).

Energia spr¦»ysta belki zginanej wyra»a si¦ wzorem

U =
1

2

∫
Ω

σεdΩ =
1

2

∫ l

0

∫
A

(M(x)

Jz
y
)2 1

E
dAdx

=
1

2EJ2
z

∫ l

0

M2(x)

∫
A

y2dAdx

=
1

2EJz

∫ l

0

(
− EJzy′′

)2

dx

=
EJz

2

∫ l

0

(
y′′
)2

dx.

Dla zaªo»onej funkcji przemieszczenia (ugi¦cia) energia ta wynosi

U =
EJz

2

∫ l

0

[[
a1x(l − x)

]′′]2

dx =
EJz

2

∫ l

0

(−2a1)2dx = 2EJza
2
1l.

Praca siª zewn¦trznych na przemieszczeniach wynosi

L = −M0ϕ = −M0y
′(l) = −M0(−a1l) = M0a1l.

Energia potencjalna
Π = U − L = 2EJzla

2
1 −M0la1.
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Z twierdzenia o minimum energii potencjalnej

∂Π

∂a1

= 4EJzla1 −M0l ⇒ a1 =
M0

4EJz
.

Zatem

y(x) =
M0

4EJz
(l − x)x.
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